Topologia
Lista 3 (operacje na zbiorach, baza topologii)

Zad 1. Niech X C R bedzie wyposazony w topologie indukowang z prostej euklidesowej R.

a) Niech X = [0,1]. Ktore ze zbiorow A; = [0,1], Ay = [0,1), A3 = [35,1], Ay = (0,1) sa
otwarte, a ktore domkniete w X7

b) Niech X = (0,1). Ktore ze zbiorow A; = (0,1), Ay = (0,3), A3 = |
otwarte, a ktore domkniete w X7

¢) Niech X = N. Wypisa¢ topologie na X.

d) Niech X = {1 :n € N}U{0}. Wyznaczy¢ wszystkie otwarto-domkniete podzbiory jednoele-
mentowe X.

Zad 2. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Udowodni¢, ze jesli zbior G jest otwarty, to

a) GNACGNA, b)) GNA=GnNA, ¢ G=It(G).

Zad 3. n-ta pochodna A™ zbioru A okreslami indukeyjnie wzorami A = A4, A = (A(—1)d,
Udowodnié¢ ze dla dowolnych dwoch zbiorow A i B w przestrzeni topologicznej X spelnione sg
nastepujace relacje

a) AC B= Al cC B, b) (AU B)?= AU B, ¢) (AnB)* c A?n BY,
d) A" c A (przy dodatkowym zalozeniu, ze X jest 77 -przestrzenia).
Zad 4. Skonstruowaé¢ podzbior prostej euklidesowej R posiadajacy n réznych pochodnych.
Zad 5. W dowolnej przestrzeni topologicznej X udowodnié¢ nastepujace zaleznosci
a) AUFr(A) =4, b) Fr(A) =ANX\ A, ¢) Fr(A) = (AnX\ A) U (A\ A),
d) Fr(A) UFr(B) =Fr(AUB)UFr(AN B) U (Fr(A) NFr(B)), ) Fr(Int (4)) C Fr(A),
f) A=A < Fr(A)=ANX\A4, g) A=Int (A) < Fr(d)=ANX\A4,
h) A jest roznica dwoch zbioréw domknietych <= zbiér A\ A jest domklniety.

Zad 6. Pokaza¢, ze rodzina B = {(a,b) x R : a,b € R, a < b} jest baza topologii na R?
Porownaé te topologie z topologia euklidesowa oraz wyznaczy¢ wnetrza oraz domkniecia zbiorow
A={(z,y):x—1<y<z+1}, B={(z,y):-1<y<1}, C={(z,y):2>+y*<1}.

Zad 7. Czy rodzina B = {[a,b), (a,b] : a,b € R, a < b} jest baza pewnej topologii na R.
Zad 8. Pokazacl, ze istnieje baza przeliczalna wprowadzajaca na R topologie euklidesows.

Zad 9. Niech B bedzie baza topologi na R sktadajaca sie z przedziatow (a, b), a < b. Pokazaé, ze
topologia plaszczyzny euklidesowej R? pokrywa sie z topologia wprowadzona przez baze B x B.

Zad 10. Pokazac¢, ze rodziny By = {[a,b) : a,b € R}, B} = {(a,b] : a,b € R} sa bazami
pewnych topologii na R, ktore oznacza¢ bedziemy odpowiednio przez 7y i 7(].

a) Czy topologie 77y, 7(] sa ubozsze, czy bogatsze od topologi euklidesowe;j?

b) Czy ciagi x, =14 %, y, =1 — L sa zbiezne w topologii 71 lub 7(?

c) Pokazac, ze 7y N 7(] jest topologig na R. Co to za topologia?

d) Opisa¢ topologie generowana przez 7y U 7(].

Zad 11. Niech X = {xg,x1,zs,...} bedzie nieskoriczonym zbiorem przeliczalnym. Pokazaé¢, ze
rodzina

B = {{x1},{x2},{x3},..} U{U C X : X \ U zbior skoriczony i xy € U}

jest baza pewnej topologi na X. Opisa¢ operacje wnetrza i operacje domkniecia w tej topologii.



