
Topologia

Lista 3 (operacje na zbiorach, baza topologii)

Zad 1. Niech X ⊂ R b¦dzie wyposa»ony w topologi¦ indukowan¡ z prostej euklidesowej R.

a) Niech X = [0, 1]. Które ze zbiorów A1 = [0, 1], A2 = [0, 1
2
), A3 = [1

3
, 1], A4 = (0, 1) s¡

otwarte, a które domkni¦te w X?

b) Niech X = (0, 1). Które ze zbiorów A1 = (0, 1), A2 = (0, 1
2
), A3 = [1

3
, 1), A4 = [1

3
, 1

2
] s¡

otwarte, a które domkni¦te w X?

c) Niech X = N. Wypisa¢ topologi¦ na X.

d) Niech X = { 1
n

: n ∈ N}∪{0}. Wyznaczy¢ wszystkie otwarto-domkni¦te podzbiory jednoele-
mentowe X.

Zad 2. Niech A b¦dzie dowolnym zbiorem. Udowodni¢, »e je±li zbiór G jest otwarty, to

a) G ∩ A ⊂ G ∩ A, b) G ∩ A = G ∩ A, c) G = Int (G).

Zad 3. n-t¡ pochodn¡ A(n) zbioru A okre±lami indukcyjnie wzorami A(1) = Ad, A(n) = (A(n−1))d.
Udowodni¢ »e dla dowolnych dwóch zbiorów A i B w przestrzeni topologicznej X speªnione s¡
nast¦puj¡ce relacje

a) A ⊂ B ⇒ Ad ⊂ Bd, b) (A ∪B)d = Ad ∪Bd, c) (A ∩B)d ⊂ Ad ∩Bd,

d) A(n+1) ⊂ A(n) (przy dodatkowym zaªo»eniu, »e X jest T1 -przestrzeni¡).

Zad 4. Skonstruowa¢ podzbiór prostej euklidesowej R posiadaj¡cy n ró»nych pochodnych.

Zad 5. W dowolnej przestrzeni topologicznej X udowodni¢ nast¦puj¡ce zale»no±ci

a) A ∪ Fr(A) = A, b) Fr(A) = A ∩X \ A, c) Fr(A) =
(
A ∩X \ A

)
∪

(
A \ A

)
,

d) Fr(A) ∪ Fr(B) = Fr(A ∪B) ∪ Fr(A ∩B) ∪
(
Fr(A) ∩ Fr(B)

)
, e) Fr(Int (A)) ⊂ Fr(A),

f) A = A ⇐⇒ Fr(A) = A ∩X \ A, g) A = Int (A) ⇐⇒ Fr(A) = A ∩X \ A,

h) A jest ró»nic¡ dwóch zbiorów domkni¦tych ⇐⇒ zbiór A \ A jest domklni¦ty.

Zad 6. Pokaza¢, »e rodzina B = {(a, b) × R : a, b ∈ R, a < b} jest baz¡ topologii na R2.
Porówna¢ t¦ topologi¦ z topologi¡ euklidesow¡ oraz wyznaczy¢ wn¦trza oraz domkni¦cia zbiorów
A = {(x, y) : x− 1 < y < x+ 1}, B = {(x, y) : −1 ≤ y ≤ 1}, C = {(x, y) : x2 + y2 < 1}.

Zad 7. Czy rodzina B = {[a, b), (a, b] : a, b ∈ R, a < b} jest baz¡ pewnej topologii na R.

Zad 8. Pokaza¢, »e istnieje baza przeliczalna wprowadzaj¡ca na R topologie euklidesow¡.

Zad 9. Niech B b¦dzie baz¡ topologi na R skªadaj¡ca sie z przedziaªów (a, b), a < b. Pokaza¢, »e
topologia pªaszczyzny euklidesowej R2 pokrywa si¦ z topologi¡ wprowadzona przez baz¦ B × B.

Zad 10. Pokaza¢, »e rodziny B [ ) = {[a, b) : a, b ∈ R}, B ( ] = {(a, b] : a, b ∈ R} s¡ bazami
pewnych topologii na R, które oznacza¢ b¦dziemy odpowiednio przez τ [ ) i τ ( ].

a) Czy topologie τ [ ), τ ( ] s¡ ubo»sze, czy bogatsze od topologi euklidesowej?
b) Czy ci¡gi xn = 1 + 1

n
, yn = 1− 1

n
s¡ zbie»ne w topologii τ [ ) lub τ ( ]?

c) Pokaza¢, »e τ [ ) ∩ τ ( ] jest topologi¡ na R. Co to za topologia?
d) Opisa¢ topologi¦ generowan¡ przez τ [ ) ∪ τ ( ].

Zad 11. Niech X = {x0, x1, x2, ...} b¦dzie niesko«czonym zbiorem przeliczalnym. Pokaza¢, »e
rodzina

B = {{x1}, {x2}, {x3}, ...} ∪ {U ⊂ X : X \ U zbiór sko«czony i x0 ∈ U}
jest baz¡ pewnej topologi na X. Opisa¢ operacj¦ wn¦trza i operacje domkni¦cia w tej topologii.


